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Motivació

La publicitat, el nombre d'establiments es comercialitza, la
quantitat de calci de la llet... poden ser altres determinants del
nombre de ampolles de llet venudes (a més del preu)

El capital humà, el nivell d'obertura internacional, la mida
del sector públic,... poden ser altres determinants del PIB per
càpita d'un país (a més del capital per càpita)

Els anys d'experiència en el sector, l'antiguitat, la mida de

l'empresa,... poden ser altres determinants del salari (a més dels
anys d'educació)

⇒ Necessitarem ampliar el model a K variables (model de re-
gressió múltiple)
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El model de regressió múltiple

Ara volem tenir K variables explicatives en lloc de una:

yi = β0 +β1xi1 +β2xi2 + · · ·+βK−1xiK−1 +ui ui ∼ N (0, σ2)

Per tant, donades les nostresN observacions, tindrem el següent
sistema d'equacions:
y1 = β0 + β1x11 + β2x12 + · · ·+ βK−1x1K−1 + u1 u1 ∼ N (0, σ2)
y2 = β0 + β1x21 + β2x22 + · · ·+ βK−1x2K−1 + u2 u2 ∼ N (0, σ2)
...
yN = β0 + β1xN1 + β2xN2 + · · ·+ βK−1xNK−1 + uN uN ∼ N (0, σ2)

Interpretació?

Això també ho podem transformar a notació matricial (piss.)
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El model de regressió múltiple:

notació matricial

Elmodel en notació matricial quedaria expressat de la següent
manera:

y = Xβ + u U ∼ N (0, σ2IN )

on:

y =


y1
y2
...
yN

X =


1 x11 x12 . . . x1K−1
1 x21 x22 . . . x2K−1
...

...
... . . .

...
1 xN1 xN2 . . . xNK−1

β =


β0
β1
β2
...

βK−1

u =


u1
u2
...
uN


Dimensions?
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Supòsits

Novament treballarem amb x �xes. Els supòsits seran els mateixos
que en el tema anterior, i la seva interpretació també.

Podem veure'ls implícitament a l'expressió u ∼ N (0, σ2IN ):

E[u] =


E[u1]
E[u2]

.

.

.

E[uN ]

 =

Var(u) =


Var(u1) Cov(u1, u2) . . . Cov(u1, uN )

Cov(u1, u2) Var(u2) . . . Cov(u2, uN )
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Cov(u1, u2) Cov(u2, uN ) . . . Var(uN )

 =

u ∼
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Estimació amb K variables

Com ja sabem, l'estimador MQOminimitza la suma dels quadrats
dels residus:

min
β̂
û′û

Com hem vist en el tema 2:

β̂ = (X ′X)−1X ′y

Dimensions?
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Els residus

Els residus són l'equivalent mostral al terme de pertorbació:

û = y−ŷ = y−Xβ̂ ⇔ ûi = yi−β̂0−β̂1xi1−β̂2xi2−· · ·−β̂K−1xiK−1

Recordeu també la propietat numèrica que vam derivar en el
tema 2:

X ′û = 0

Quines propietats inclou ara?
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El coe�cient de determinació i

el coe�cient de determinació ajustat

El coe�cient de determinació ens indicava quina proporció de
la variació de y ve explicada pel model:

R2 =
SQE

SQT
= 1− SQR

SQT
= 1− û′û

(y − ȳι)′(y − ȳι)
= 1− V̂ar(û)

V̂ar(y)

Problema: sempre augmenta quan augmentem el nombre de
variables.

Solució: coe�cient de determinació ajustat (o corregit):

R̄2 = 1− SQR/(N −K)

SQT/(N − 1)
= 1− SQR

SQT

N − 1

N −K
≤ R2
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L'esperança i la variança de l'estimador

Recordem que β̂ és una variable aleatòria.

Igual com en el tema anterior, podem escriure:

β̂ = β + (X ′X)−1X ′u ⇒ β̂ és un estimador lineal de β.

E[β̂] =


E[β̂0]
E[β̂1]

.

.

.

E[β̂K−1]

 = β ⇒ β̂ és un estimador no esbiaixat de β.

Var(β̂) =


Var(β̂0) Cov(β̂0, β̂1) . . . Cov(β̂0, β̂K−1)

Cov(β̂0, β̂1) Var(β̂1) . . . Cov(β̂1, β̂K−1)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Cov(β̂0, β̂K−1) Var(β̂K−1, β̂1) . . . Var(β̂K−1)

 = σ2(X ′X)−1.

(demostracions pissarra)
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Distribució de l'estimador MQO

Per tant, igual que en el tema anterior, β̂ ∼ N
(
β, σ2(X ′X)−1

)
.

Dimensions?

Per tant, β̂K−1 ∼ N
(
βK−1, σ

2(X ′X)−1kk
)
:

Var( ) petitaβ
k

ˆ

Var( ) granβ
k

ˆ

β
k

Var(β̂) = σ2(X ′X)−1 no és conegut. Per tant, ho estimarem:

V̂ar(β̂) =
Tema 3. El model de regressió múltiple: Estimació 14



El teorema de Gauss-Markov

Teorema de Gauss-Markov: �Sota els supòsits clàssics, MQO
és l'estimador lineal no esbiaixat amb menor variança.�

Aquest teorema:

està comparant β̂ amb els altres estimadors lineals (és a
dir, els que es podem escriure com Ay o, el que és el
mateix, com Bu+ c).

que són no esbiaixats (per exemple, un estimador que fos
β̃ = 0 tindria menor variança, però, en general, seria
esbiaixat).
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Motivació
Si tenim informació rellevant dels paràmetres és e�cient usar-la
en l'estimació. En aquest tema parlarem de restriccions lineals
d'igualtat.

Per exemple, imaginem que volem estimar la funció de producció
Cobb-Douglas amb dades agregades:

Y = AKαL1−α.

Si prenem logaritmes, el model serà:

lnYi = lnA+ α lnKi + (1− α) lnLi.

Per tant, el nostre model economètric seria:

lnYi = β0 + β1 lnKi + β2 lnLi + ui s.a. β2 = 1− β1.
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Les restriccions

Com hem vist abans, treballarem amb restriccions lineals d'igualtat.

algebra matricial?

Model 1: yi = β0 + β1xi1 + ui
restricció: β0 = 2 →

Model 2: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + ui
restricció: β1 + β2 = 1 →

Model 3: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + ui
restricció: β1 = 2β2 →

Model 4: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β4xi4 + ui
restricció: β1 = 0 β2 + β4 = 1 →
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Recapitulació

Fixem-nos que qualsevol d'aquestes restriccions les podem es-
criure en forma matricial amb la següent estructura:

Rβ = r

Dimensions?

A continuació veurem dues formes d'estimar el model restringit:

El mètode de substitució.

L'estimador mínim quadrat restringit (MQR).
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Mètode de substitució

El mètode de substitució consisteix en rescriure el model in-
tegrant la restricció i després estimar el �model restringit� per
MQO:

model restringit?

Model 1: yi = β0 + β1xi1 + ui
restricció: β0 = 2 →

Model 2: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + ui
restricció: β1 + β2 = 1 →

Model 3: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + ui
restricció: β1 = 2β2 →

Model 4: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β4xi4 + ui
restricció: β1 = 0 β2 + β4 = 1 →
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Mètode de substitució
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tegrant la restricció i després estimar el �model restringit� per
MQO:

model restringit?

Model 1: yi = β0 + β1xi1 + ui
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Model 2: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + ui
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Model 3: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + ui
restricció: β1 = 2β2 →

Model 4: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β4xi4 + ui
restricció: β1 = 0 β2 + β4 = 1 →
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Mètode de substitució

El mètode de substitució consisteix en rescriure el model in-
tegrant la restricció i després estimar el �model restringit� per
MQO:

model restringit?

Model 1: yi = β0 + β1xi1 + ui
restricció: β0 = 2 → (yi − 2) = β1xi1 + ui

Model 2: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + ui (yi − xi2) = β0+
restricció: β1 + β2 = 1 → β1(xi1 − xi2) + ui

Model 3: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + ui yi = β0+
restricció: β1 = 2β2 → + β1(xi1 + 2xi2) + ui

Model 4: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β4xi4 + ui
restricció: β1 = 0 β2 + β4 = 1 →
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Mètode de substitució

El mètode de substitució consisteix en rescriure el model in-
tegrant la restricció i després estimar el �model restringit� per
MQO:

model restringit?

Model 1: yi = β0 + β1xi1 + ui
restricció: β0 = 2 → (yi − 2) = β1xi1 + ui

Model 2: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + ui (yi − xi2) = β0+
restricció: β1 + β2 = 1 → β1(xi1 − xi2) + ui

Model 3: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + ui yi = β0+
restricció: β1 = 2β2 → + β1(xi1 + 2xi2) + ui

Model 4: yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β4xi4 + ui (yi − xi4) = β0+
restricció: β1 = 0 β2 + β4 = 1 → β2(xi2 − xi4) + ui
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L'estimador mínim quadrat restringit (MQR)

L'estimador MQR és el que minimitza la suma de quadrats dels
residus subjecte a la restricció:

min
β̂
û′û = min

β̂
(y −Xβ̂)′(y −Xβ̂)

s.a.

Rβ̂ = r.

I el resultat és:

β̂R = β̂ + (X ′X)−1R′[R(X ′X)−1R′]−1
(
r −Rβ̂

)
.

Tema 3. El model de regressió múltiple: Estimació 21



Propietats de l'estimador MQR

Si les restriccions són certes (Rβ = r):

E[β̂R] = β.

Var(β̂R) = σ2
(
(X ′X)−1 − (X ′X)−1R′[R(X ′X)−1R′]−1R(X ′X)−1

)
.
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Introducció

A continuació ampliarem les nostres tres aplicacions de sempre
per il·lustrar el que hem après en aquest tema.

Veurem com interpretar els resultats amb K variables.

A més, utilitzarem l'exemple de la funció de producció Cobb-

Douglas per il·lustrar l'estimació amb restriccions.

I ampliarem l'exemple dels salaris per veure que passa si intro-
duïm un polinomi de variables explicatives.
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Noves variables per les nostres aplicacions

Model de demanda de llet (en milers d'ampolles):

Preu unitari (en euros).

Despesa en publicitat (en milers d'euros).

Nombre d'establiments on es comercialitza (en milers).

Quantitat de calci de la llet (en mg./100ml.).

Funció de producció Cobb-Douglas (versió agregada):

Capital (en milers).

Treball (en milers).

Salaris:

Anys d'educació.

Anys d'experiència.

Anys d'experiència al quadrat.
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Demanda de llet: el model complet

Estem interessats en introduir més informació en el nostre model
de demanda de llet. Les variables que considerarem són:

Publicitat: fa augmentar la demanda de llet. La mesurarem
com despesa en publicitat (milers d'euros).

Establiments: a més establiments, més proximitat del pro-
ducte, i menor cost d'adquirir-lo per part dels consumidors,
per tant, augmenta la demanda.

Calci: la qualitat de la llet depèn del calci. Per tant, també
esperem que a més calci, major demanda de llet.

El model complet quedaria així:

Qi = β0 + β1Pi + β2Pubi + β4Estabi + β5Calcii + ui
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Demanda de llet: resultats (I)

Així era el model on només incloíem el preu:

Interpretació?
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Demanda de llet: resultats (II)

Anem a introduir les noves variables poc a poc. Primer publici-
tat:

Interpretació?

Què ha passat amb el coe�cient del preu? Per què?

Com han canviat l'R2 i l'R̄2?
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Demanda de llet: resultats (III)

Després, establiments:

Interpretació?

Què ha passat amb els coe�cients del preu i publicitat? Per què?

Com han canviat l'R2 i l'R̄2?
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Demanda de llet: resultats (IV)

Finalment, calci:

Interpretació?

Què ha passat ara amb els coe�cients anteriors? Per què?

Com han canviat ara l'R2 i l'R̄2?
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Funció de producció Cobb-Douglas amb dades

agregades

Ara volem estimar la funció de producció Cobb-Douglas amb
dades agregades. Per tant,

Y = AKαL1−α ⇒ lnYi = β0 + β1 lnKi + β2 lnLi + ui,

on ara les variables són output (Yi, en milions de dòlars), capi-
tal (Ki, en milions de dòlars) i treball (Li, en milions de trebal-
ladors).

El model, però, ens imposa una restricció:

β2 = 1− β1 ⇔ β1 + β2 = 1
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Cobb-Douglas amb dades agregades:

estimació no restringida

Interpretació?

Quin és el valor de β̂1 + β̂2?
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Cobb-Douglas amb dades agregades:

estimació per MQR

Gretl permet l'estimació del model amb restriccions per MQR.

No ho veurem perquè sempre podem estimar el model pel mètode
de substitució.

En el nostre cas, el resultat d'estimar el model per MQR és:

Com són els errors estàndard comparats amb els d'abans?
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Cobb-Douglas amb dades agregades:

mètode de substitució (I)

Quin seria el model restringit?

lnYi = β0 + β1 lnKi + (1− β1) lnLi + ui

lnYi = β0 + β1 lnKi + lnLi − β1 lnLi + ui

(lnYi − lnLi) = β0 + β1(lnKi − lnLi) + ui

lnY ∗i = β0 + β1 lnK∗i + ui

A què són iguals Y ∗i i K∗i ? Ens resulta familiar?

Aquest mètode ens donarà exactament els mateixos resultats

que l'estimació per MQR.
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Cobb-Douglas amb dades agregades:

mètode de substitució (II)

Per estimar-lo:

primer hem de generar les noves variables lnY ∗i i lnK∗i .

i després estimar la regressió com sempre hem fet.

Com podem recuperar el valor de β̂2?
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El model del salari ampliat:

l'equació de Mincer

El model de Mincer ens diu que els salaris venen explicats per
l'educació i l'experiència de la següent forma:

Wi = ω0e
ω1Edui+ω2Expi+ω3Exp2i ,

on W és el salari, Edu són els anys d'educació i Exp són els
anys d'experiència.

Per tant, el model que volem estimar serà:

lnWi = β0 + β1Edui + β2Expi + β4Exp
2
i + ui

és un model de regressió lineal?
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L'equació de Mincer:

la relació entre salaris i experiència (I)
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L'equació de Mincer:

la relació entre salaris i experiència (II)
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L'equació de Mincer:

la relació entre salaris i experiència (III)
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L'equació de Mincer: resultats (I)

Abans d'estimar el model, anem a veure més precisament quina
és la relació entre experiència i el salari:

Interpretació?
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L'equació de Mincer: resultats (II)

Possible explicació d'aquest vincle tan dèbil, dos efectes:

Més experiència ⇒ més productivitat ⇒ més salari

Més experiència ⇒ menys educació ⇒ menys salari

Interpretació?

Podem concloure que l'experiència té un efecte residual?
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L'equació de Mincer: resultats (III)

Podem estimar l'equació de Mincer (completa):

lnWi = β0 + β1Edui + β2Expi + β4Exp
2
i + ui

Interpretació?
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Continguts

T3. El model de regressió múltiple: Estimació

1 El model de regressió amb K variables

2 L'estimador Mínim Quadrat Ordinari: MQO

3 Distribució de l'estimador MQO

4 L'estimador Mínim Quadrat Restringit: MQR

5 Aplicacions

6 Variables �ctícies
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Motivació

No sempre volem considerar variables quantitatives (preu, cap-
ital, anys d'educació,...) en el nostre anàlisi.

A vegades ens pot interessar saber quin és l'efecte d'una variable
qualitativa sobre la nostra variable depenent:

Com afecta el Tetra Brick a les vendes de llet

Com canvia l'output per capita en un país democràtic si
el comparem amb un país autocràtic

Quin és el diferencial salarial entre homes i dones
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Variables �ctícies

Per poder fer aquest anàlisi utilitzarem variables �ctícies, di:

Si la observació compleix la característica, di = 1:

L'empresa comercialitza la seva llet en Tetra Brick

El país gaudeix d'una democràcia

L'individu és una dona

Si no la compleix, di = 0.
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El Tetra-Brick i les vendes de llet (I)

Al model de demanda de llet simple (vendes-preu) li afegirem ara
una variable TBi:

V endesi = β1 + β2Preui + β3TBi + ui

Si l'empresa ven en Tetra Brick, TBi = 1

En cas contrari, TBi = 0
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Interpretació grà�ca
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El Tetra Brick i les vendes de llet (II)

En el model anterior estavem analitzant en quant augmenten les
vendes (donat un preu).

Poster la llet en Tetra Brick és un �producte diferent� a la llet en
ampolla, i per això tota la demanda és diferent:

V endesi = βTB1 + βTB2 Preui + ui (TetraBrick)

V endesi = βA1 + βA2 Preui + ui (Ampolla)

Això es pot escriure com:

V endesi = β1 + β2Preui + β3TBi + β4PreuiTBi + ui
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Interpretació grà�ca
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Aplicacions: Demanda de llet (I)
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Aplicacions: Demanda de llet (II)
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Aplicacions: Demanda de llet (III)
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Aplicacions: Demanda de llet (IV)
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Aplicacions: Cobb-Douglas (I)
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Aplicacions: Cobb-Douglas (II)
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Aplicacions: Cobb-Douglas (III)
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Aplicacions: Cobb-Douglas (IV)
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Aplicacions: Salaris (I)
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Aplicacions: Salaris (II)
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Aplicacions: Salaris (III)
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Aplicacions: Salaris (IV)

Tema 3. El model de regressió múltiple: Estimació 61



Aplicacions: Salaris (V)
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